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Die HomSomorphie der geometrischen Realisierungen 
einer semisimplizialen Menge und ihrer Normalunterteilung 
Von 
I{,UDOLF FttlTS(,'ll und  1)IETEIt PUI 'PE 
],'fir einc semisimpliziale Menge (= CSS-KompIex) X bczeiohne Sd X die (bury- 
zentrische) NormMuntertei lung (vgl. [I] oder [3], 7) und I XI die geometrische Reali- 
sierung ([4] oder [5], w dX : Sd X ~ X sci die in [3], 7 dcfinicrtc natfirlichc scmi- 
simplizialc Abbi]dung. 
Safz. Fiir jede semisimpliziale Menge X gibt es einen, HomSomorphismus 
h: lSd X I -+ I XI , der zu I dX] homotop ist. 
Wir bchaupten icht, dal3 h in Abhgngigkeit von X eine natfirliche Transformation 
ist. Eine solche gibt es nicht einmal ffir simpliziale Komplexe: Bezeichnot ZI [q] das 
q-dimensionale Stand~rdsimplex ([3], 2), so gibt cs keine Hom6omorptf ismen 
ha: I Sd A [q]l -+ I A [q] I, q = 1, 2, die mit den beiden surjektiven semisimplizialen 
Abbildungen A [2] -> ~ [1] vcrtraglich sind. 
Die Behauptung des obigen Satzes ist schon in [1] enthMten. Sie ist uber dort nicht 
bewiesen, da das Lemma 3.1 falsch ist. Unseres Wisscns wird der Satz zum ersten 
Mal in [2] bcwiesen, und zwar als SpeziMfall eines ,~llgemeinercn Ergcbnisses fiber 
oinc ganzo Klasse yon Unterteilungen. Wit gcben hier cinen kurzen explizitcrt Beweis 
fiir die Xormalunterfeilmlg, der dutch [2] angeregt wurde. 
In [1[ wird cinc simpliziale Zerlegung yon I Sd X I angegcben (Th. 4 1) und Lemm~ 
4.1). Aus unserom Satz folgt daher 
Rorollar. Die geometrische Realisierunff einer scmisimplizialen Menffe lag lriangulier- 
bar. 
Beweis des Satzes. Wir verwendcn die Bezeichnungcn von [3]. Die monotonen 
Abbildungen e:[q] -> [p] nennen wir auch Operatoren und lasscn sie yon rechts auf 
X wirken. Als geometrische Realisicrung von/ J  [q] und A'lq] = Sd zl [q] nehmen wit 
q 
/ Jq= {u~- (uo .. . . .  Uq) I u~F<O f i i ra l lc i ,  ~_:ut= 1}cl tq +1. 
i=0  
Dann cntstcht IX I aus der topologischen Summe 
lh~.X .~- ~__XqX~q 
q=o 
i) Die Ahsch~tzung von II ](x) - / (y )  II aufS. 14 yon [1] ist zwar nicht richtig, ~tbcr die Stetigkeit 
dicscr Abbildung / ls sich unabh~ngig &~von verifiziercn. 
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(Xq diskret) dureh die Identifizierungen 
(ye, u) ~ (y, ]As lu)  
f/it a l [ey ~ Xp, u ~/J q, c~: [q] -+ [p] monoton. Entsprechend entsteht [Sd X I aus FX 
dutch 
(y~, ~) ~ (y, [A'~-I~,). 
Wir werden nun f~r jedes x ~ Xq  und jedes q eine stetige Abbildung hx yon ZI q in sich 
angeben, so dab gilt: 
(A) Ls.t ~. :1 q] --> [P] monoton and x -~ ycr so ist d~' Diagramm 
hz A 
z~ q - - -~  i l q 
Ap %A,~ 
kommutaliv. 
(B) L~'l x nicht entartet, so bildet hx das Inhere 
yon zt q bi]ektiv au[ sich ab. 
D~s System (hx) liefcrt eine Selbstabbildung yon FX,  die wegen (A) eine stetige 
Abbildung h: ISdXt -> IX] induziert. Wegen (B) ist h bijektiv. Fiir jedes nicht-ent- 
artete x ist hx wegen (B) surjektiv, also eine Identifizierung. Daraus folgt leieht, dal~ 
h ein HomSomorptrismus ist. 
Um I hl ~_ I dXl zu zeigen, braucht  man ~u," zu bemerken, dal3 I dX I aus don Ab- 
bildungen dz = [ b (q)] :3 q -+ A q (vgl. [3], 2 und 7) ebenso gewonnen wird, wie haus  
(hz). Die Abbildungen 
(u, t) t > (1 -- t)hx(u) -I- tdx(u) 
liefern die gesuchte Homotopie. 
Konstruktion yon h=. Jcder Punkt  u e / I  a = [ zl'lq] ] l~13t sieh in der ]?orm 
(2) ~ = ~ tj </~s> 
j=0  
darstellen. Dabei gilt t 1 > 0, ~ tr = 1, und die/xj sind injektive Operatoren mit dem 
Ziel [q], die ein n-Simplex (go, .. . ,  #n) yon 3 '  [q] bilden. </zj> bezeiehnet dea Sehwer- 
punkt der Seite I/xjI = Bild 13~1 yon 3 q. (Das ist zugleich die 0-Zelle, die dem 
0-Simplex (/xj) yon A' [q] entspricht.) Dutch die Vormeln 
(3) /~j =/~/~ej ,  j ~ k, 
defillieren wir injektive Operatoren/xkj, ~kj, surjektive Operatoren ~1, ~ und nicht- 
entartete Simplizes zt von X. Ffir jeden surjektivea Operator ~ : [p] --> [r] legen wir ein 
bestimmtes Rechtsinverses ~:[r] -> [p] dm'eh 
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lest. Nun wird definiert 
(4) hx(u) = ~, tj(1 --  tn . . . . .  t l+l)(#l~j1)  + ~ tltk</zj~kj>. 
O~]~n O~j<k~:n 
(Man beaehte ~jj = 9j. F i i r j  = n i s t  (1 - -  t~ . . . . .  tj+l) = 1 zu setzen.) 
Hat  man zwei verschiedene Darstel lungen yon u r 3 q in der Form (2), so kann man 
dutch folgende Ab/tnderungen und ihre Inversen yon der einen zur anderen gelangen : 
(a) Weglassen yon tj <#j>, wenn tr = 0. 
(b) Ersetzen yon ts</.tj> q- tj+l(/~S+1> dureh (re -4- tj+l)<#j>, wenn #j =/zr  
In  beiden Fa l len/~ndert  sich der Wer t  auf  der rechten Seite yon (4) nicht. Also ist 
hx(u) eindeutig definier$. Offenbar ist hx(u) e 3 q und die Abbi ldung hz :A q-~. A q 
stetig. 
Beweis yon (A).  Sei u ~ 3 q dureh (2) dargestel l t  und 
(A'~) (/~o . . . . .  /~)  = (re . . . . .  v~) e 3 '  [p].  
Das bedeutet  
~/zj : v j z  1 
mit gewissen sur jekt iven Operatoren Tj (vj injektiv).  Wi rd  nun ~y aus y und (re . . . . .  Vn) 
ebenso gebi ldet wie ~zj aus x und (tie . . . . .  #n) gemgB (3), so ergibt sieh 
~j  = akj~'j, j <__ k .  
Daraus erh/tlt man 
Insbesondere ist dieser Operator  injekt iv,  und es folgt weiter 
(51 [3~ [ <t*J~J> = <~a~>. 
I )a andererseits 
j=o ~=0 
ist, folgt die behauptmte Kommutat iv i tg t  yon (1) aus (5) und der Tatsaehe, dal~ [3~ I 
l inear ist. 
Beweis yon (B). Wi t  stellen jetzt  u e A q so in der Form (2) dar, da$ u = q ist 
und/ ,~ ffir jedes ?" die Quelle [j] hat,  insbesondere also #q die Ident i t / t t  yon [q] ist. 
(Das ist immer mSglieh, wenn man zulgl~t, dub gewisse t~ verschwinden.) Dann gibt es 
eine Permutat ion  ~0 von [q], so dab 
Bild/z~ = {9~ (0) . . . . .  ~ (j)}. 
Sei x ~ Xq  nieht entartet .  Dann sind 9q~ und ~q~ fiir alle ?" gleieh der Ident i tg t  yon 
[]]. Bezeietmen wit die i-be Koord inate  eines Punktes  yon Rq +~ (Zghlung yon 0 bis q) 
immer durch Anhgngen yon i als unteren Index,  so gi lt 
^ [q 
hz(u)i ~ tq<~tq~qq>t : q q_ l 
o o 
fSr alle i = 0 . . . . .  q. Aus u e A q folgt t a > 0, also aueh hx(u) ~ A q. 
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o o 
Um zu zeigen, dab hx in A q injektiv ist, betrachten wir u, u' ~ A q. Alle ffir u dureh- 
gefiihrten Konstrukt ionen wenden wir entsprechend auf u' an und unterscheiden sie 
durch einen Strich. Sei hz (u) = hx (u'). Wir mfissen u = u' nachweisen. Es ist 
</zj~kl>i ---- 0 fiir i~ Bild ~t 1. 
Damit  ergibt sieh 
tq _h~(u) h~(u') > t; 
q+l  - -  r  r  q+l '  
t t 
also t q ~ tq und aus Symmetriegri inden t q = t~. In/ ihnl icher Weisc zeigen wir durch 
absteigende Indukt ion fiber ] = q . . . . .  0: 
9 t 9 
(C 1) : Entweder gilt t I = t] = O, oder es ist lJj = I~i u'nd t I = tj. 
Beweis .  (Cq) haben wir eben bewiesen. Sei 1 < q und (C1) richtig fiir Mle j > 1. 
])ann ist der Ausdruck 
T= ~ t r  . . . . .  t j+l)</~j~z>+ ~ tjtk<t~j'~kj> 
O<] '<l  OG]~l  
]<k~q 
(der aus der rechten Seite yon (4) entsteht, indem man alle Summ~nden mit j > 1 
wegl/~gt) gleieh dam entspreehenden T'  ffir u'. 
t / 
Ist/~l 4=/x z, so gibt es ein i e Bild/xt, das nicht in Bi ld/~ liegt. Dann ist 
i 
!#q = htq<#Z~qt>i < T~ = T i = 0 l+ l  = ' 
denn die i-re Komponente aller in T'  vorkommenden Summanden versehwindet. Also 
f 
ist tl = 0 und aus Symmetriegrfinden t z = 0. 
Gilt dagegen/tt = #t, so ist der Ausdruek 
S = (I -- tn . . . . .  tt+l) <ttt~u> + ~ tk<#t~kt> 
l<k~q 
gleieh dam entsprechenden S'  ffir u'  (nach Induktionsvoraussetzung). Ffir i = q~(l) 
gilt ferner 
9 t t lq 
tt " S~ = Tt = T~ >= t t" Si = tt " St und S~__>__ l+ i  >0"  
9 t 
Also ist tt >= tz und aus Symmetriegri inden tt = tt. 
Damit ist (Ct) bewiesen. (C:) gilt also fiir alle ] = q . . . . .  0, und daraus folgt un- 
raittelbar u = u'. 
o 
DaB hx (A q) ----- A q ist, ergibt sich nun automatiseh: Nach dam Satz vonder  Ge- 
bietsinvarianz ist z] often hi z] q. Wegen hx(Aq) ~q nhz(Aq)  istes aber auch h~( q) = 
o 
abgeschlossen. Da es nicht leer ist, mug cs gleich A q sein. 
Bemerkung. Sei [x : A [q] -+ X diejenige semisimpliziale Abbildung, die die Identit/ it 
yon [q] in x ~ Xq  fiberffikrt. Der Zusammenhang zwischen hz und h im obigen Beweis 
wird auch durch die KommutativitKt yon 
h= 
Aq ----> Aq 
(6) ISaD,~ ;I/~1 
Isaxl ">lxl 
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charakterisiert. Bei uns ist hx (u) eine quadratische Funktion der Koordinaten t I in der 
])~rstellung (2). Frfiher wurde versucht, eine in den t I l ineare 2) Abbildung hx ffir alle 
x odor wenigstens fiir alle nicht-entarteten Simplizes x yon X so zu konstruieren, dal3 
dureh (6) ein HomSomorphismus h definiert wird. l)as ist nicht mSglich, wie fi)lgendes 
Beispiel zeigg :
X er~tstehe aus A [4] durch (lie Identifizierungen 
(7) (0, 1,2, 3) N (0, 2, 3)~7o, 
(s) (0, 1,2, 4) ~ (0, 2, 4) ~.  
])~tbei steht (:r ..., ~(p)) fiir den Operator ~:[p] -~ [4] und ~]l:[p -~- 1] -> [p] sind 
die iiblichen Ausartungsoperatoren. Der Kfirze ]mlber schreiben wir mio...i r fiir 
((i0, ..., i~)) und z fiir das Bild yon (0, 1, 2, 3, 4) in X4. Angenommen, es gibt einen 
HomSomorphismus h und zu jedem nicht-entar~eten Simplex x yon X eine in den 11 
lineare Abbildung hx, so dal] (6) kommutat iv  ist. Dann mull hz jede Seite yon A4 in 
sich abbi|den (Vertr~glichkeit mit allen hz). Ferner mul3 der Sehwerpunkt jeder Seite 
in einen inneren Punkt  dieser Seite fibergehen (sonst k6nnte man unter Verwendung 
a 
der Verbindungsstrecken mit ~01234 zeigen, d~13 hz in/]4 nicht topologisch ist). Ffir 
alle 0 ~-- t < I gilt 
I Zl~o ] ]$z((1 -- t)?}1.0123 -~- t9/1,(,12) = ]z~Vo I hz((1 -- t)'mo23 q $71102) 
(wegen (7) und weil (0, 2, 3) nicht entartet). Durcb Grenziibergang t -~ I folgt 
(9) I /~, ,  I Z,,~ (,,,~o,~) = lay0 th~ (m0~). 
Analog erh';ilt man aus (8) 
(lo) I z J~ I h~ (mo~e) = }A~ Ihz (too2) 9 
Die reehten Seiten yon (9) und (10) sind gleich. Da hz(mo12) ein innerer Punkt  der 
Seite I (0, |, 2) I ist, kSnnen die linken Seiten nicht gleich sein. Das widerlegt unsere 
Annahme. 
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2) d. h. hx ist affin auf jedem (geometrischen) Simplex der barzyentrischen U terteihmg von d q. 
